~ ESTUDIO DE LA VIGA VIERENDEEL

1. JUSTIFICACION.—Este tipo de viga, con el que es
posible salvar vanos de gran amplitud, es excepcionalmen-
te apropiado para la Arquitectura, en donde es frecuente
encontrarse con el problema de tener que disponer sobre
una planta didfana de luz considerable, oira u otras plan-
tas que por corresponder a habitaciones mds reducidas tie-
nen sus pilares menos espaciados.

Su cdlculo se efectiia desde antiguo con el procedimien-
to del autor que ha dado su nombre a la viga, con algunas
modificaciones posteriores (1); procedimiento de cdlculo
que, aparte de exigir las hipétesis simplificatorias siguien-
tes: tramos de igual luz, momentos de inercia iguales en
cabezas y montantes y cargas solo en los nudos, obliga a
resolver un sistema lineal de ecuaciones con tantas incég-
nitas como montantes, o al menos con la mitad de ellas
si la viga es simétrica respecto al eje central vertical.

No es dificil, sin embargo, abordar el problema directa-
menle y contar con la posibilidad de que cabezas y mon-
tantes tengan el momento de inercia preciso, de tramos
de amplitud cualquiera, y con el efecto de cargas en los
vanos. A continuacién vamos a plantearlo asi y a estable-
cer las formulas finales de aplicacién en los casos mds
frecuentes.

9. ECUACIONES DE UNA PIEZA AISLADA.—Partimos
de las ecuaciones de deformacién de la pieza recta de sec-
cién constante con solicitacién plana normal a ella (figu-
ra 1). En eslas ecuaciones, ya conocidas, emplearemos
como notacién general el subindice L para todos los ele-
mentos correspondientes al extremo izquierdo de la pieza,
y el R para los del derecho, y comeo sentidos positivos
adoptaremos los representados en la figura 1.

Estas ecuaciones son, como se sabe:

A) Carga tolal:
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B) Reacciones verticales:
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siendo M y My los momentos estdticos de la carga P(x)
respeclo a los exiremos izquierdo y derecho.
C) Equilibrio longitudinal:
e @

(1) Véase, por ejemplo, A. Pefia: “Mecanica Eldstica®, Madrid, 1930,
paginas 227 a 235. . 3 ; T

Por JAVIER LAHUERTA, Arquitecto.

D) Momento flector:

My, + Mg
l

ME =mEx) — — x4 M, 4)

siendo m(x) el momento flector de la pieza isostdticamen-
te apoyada, con la carga P(x).
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E) Giros de extremo:
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férmulas en las que A y A, son los desplazamientos
verticales de nudo, y o el giro del eje de la pieza debido
a ellos. Los valores & y R son unas expresiones, funciones
de la carga P(x), que denominamos términos de carga, y
cuyo valor es

que ser igquales en las cabezas superior e inferior de cada
tramo.

La figura 2 representa esquemdticamente una viga de un
namero impar de tramos n = 2k — 1 con cargas totales,
y la figura 3 la correspondiente de un niimero par n = 2k.

El problema lotal tiene las incdgnitas siguientes: Los
pares My y M de extremo de barra, en total 2 (3n + 1)
incégnitas, que la condicién de antisimetria reduce a la
mitad, y la de simetria las reduce en el caso impar a
3k — 1, y en el par a 3k. Las giros o de eje de barra, que
como se ve en las figuras son-k — 1 en el caso impar y k
en el par.
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5R-=l—2 Oxm(x)dx (6)

@=8+9{=%fim(x)dx

3. PLANTEO DEL PROBLEMA.—Estudiemos una viga
Virendeel de las caracleristicas siguientes:

1s

2. Eje vertical medio de simetria de viga y cargas; por
tanto, deformaciones también simétricas (iguales y de signo
contrario).

3.* Eje horizontal medio de antisimetria estdtica; es de-
cir, eje de simetria de la viga y deformaciones antisimé-
tricas (iguales y del mismo signo) respecto a él. Segin
esto, las cargas en los nudos superiores e inferiores pue-
den ser cualesquiera, pero las cargas en los vanos tienen

Luces de tramo cualesquiera.

Para obtener estas incégnitas plantearemos un sistema
de ecuaciones que se compone de las siguientes:

1.° De equilibrio de momentos en nudo:
nudo A My 41 = — M,
nudo B My 4o =—Mg; — Mg,
nudo C My p43=—Mgy, —Mp, )
nudo U My, o Mp et — Mp

2. De igualdad de los giros de extremo de barra:
nudo A Opq+ 0 =0p 44
nudo B Opi + 0 = O0go + 0y =01, 40
nudo C Ogs + 0y =0ggto3="0,.3 (8
nudo U Ok 1+ 0 g =0+ o =0p 4
nudo V (solo caso par) 0y, + o, =0



Restando entre si estas ecuaciones eliminamos las «:

iR el e R

Ln+2
O — 8% T Ohaye =84,
bpg —frs =OLnys —Opniy )
01— %Rk—1i= OLngr—1 — Spngk
caso impar 01 = 0Ltk
caso par b —Rkn = Lotk

Tenemos plantea‘das‘ de esta manera (ecuaciones (7)
y (9)) 2k ecuaciones, faltdindonos, por tanto, k — 1 ecua-
ciones mds en el caso impar, y k en el par; ecuaciones com-
plementarias que expresan la igualdad de la suma de las
reacciones T de las cabezas superior e inferior de cada
tramo a la de las cargas situadas a su izquierda.

3. Ecuaciones complementarias: Intervienen en ellas”

las cargas, que, como se ve en la figura, son:
Cargas de vano G, (x) en ambas cabezas del tramo i, de
valor total

G, :fli Gy (x) dx
< o

Cargas de nudo: P; en el nudo superior izquierdo del
tramo i y Q; en el nudo inferior izquierdo del mismo
tramo.

Las reacciones totales de la viga valen en el caso impar

k—1
R, =Rg=2 211

ok
Gy +Gk+§(Pi +Q)
y en el caso par »
Kk k :
Ry = RR=221Gi -+ f Py + Q)+ (P + Qi +1)

las ecuaciones complementarias son:
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de estas ecuaciones, la ultima sélo corresponde al caso
par, pues en el impar no hace mds que expresar la con-
dicién de simetria de la barra k. Empleando la nolacijn

2!

Aj=— @R, Pi—Q)— My

Ay=—5Ry- Py —P, —Q —Q, —2G) — Mg, (1)

...................................................

k

e k k—1
B Bp = h el Gy '3 Gy — Mgy

escribiremos las ecuaciones complementarias en la forma

My, + Mg = - Ay
Mpp + Mgy = — A,
Myg +Mgg = A (12)
My + Mg = — Ay

Obsérvese que A, en el caso impar vale cero, por lo
que esta ultima ecuacién expresa claramente la condicién
de simetria indicada.

4. FORMULAS GENERALES DE APLICACION.—Des-
arrollemos el sistema asi planteado; vamos a eliminar los
momentos de extremo derecho y los momentos de extremo
de montante. Del sistema (12) despejamos los My

Mg; = — A — My, (i=1i=k  (12)
y de las del sistema (7) los My, ; TubroRantenii’ pstas
valores ultimos:
MLn+1 = — My, ]
Mpnpi =81 = Mips My (i=2i=Kk)

Las expresiones 0;; — 0g; valen, sustituyendo los valo-
res hallados,

L. i
Uy —Bpy = Wlll @M — Mg+ 2) — WXI] (@Mp; —Mp; — %) =
) P T
2 (TlI, (AMp; — 8Mp; + & + R) = o (Mp; + 34, + )

y la expresion del giro de extremo de montanie
h h
brngi=— GEIn: (QMLn+i == MRn+i) . EE_I;; MLn+i

que con los valores despejados es

b
Ornsi S 6EIn; My,

h ; .
= WHH (A + My — My (i=21=k)

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (9) oblene-
mos finalmente el sistema
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k-1
—(6M;,_ +3A,_ + S )= (A _,+
6EIk—1 Lk—1 k—1 k—1 6EIn+k—1 k—2

h
- My o— MLk—l) -6EIn+—k (Ak—l 3 i MLk—l T MLk)
e h
G—EIk (3MLk =k Sk) G5 G—EIn:{ (Ak—l + MLk—l S MLk)

(caso impar)

. h
6EI, (6Mpy + 34y + G ) = 88T, (Ag—g + My — M)
n
(caso par)

Introduzcamos, para simplificar, la notacién

_f'il.ﬁ_

X = i i=1i=k

1)
x, = —t1 =n+1j=nt+k

siendo, como puede verse,
un+1 =1

Las ecuaciones de esta manera son:

Estos esfuerzos, al ser las MLn_,_i positivas "hasta el
eje vertical medio, son negativos, o sea de compresion.
Idénticos valores, pero con signo mds, o sea de traccion,
solicitan las cabezas inferiores.

Esfuerzos longitudinales de los montantes: Expresamos
el equilibrio de componentes verticales en los dos nudos,
extremos del montante izquierdo del tramo i; extremo su-
perior

Pi == Nygpi= Twp = T

en el extremo inferior, las T tienen los mismos valores
por la condicion de antisimetria; por tanlo, la ecuacion es

Q =4 Nppy — Ty — T
y como
Ninti = Nrays = Noy

restando las dos ecuaciones obtenemos como expresién
del esfuerzo longitudinal del montante

Nogi= 1@ —Q) (16)
valor que es negalivo, o sea de compresién, si P; > Q, ,
de traccion en caso contrario, y nulo si P, = Q;
Para el primer montante:

Gy + oy y9 4 1) Mpy — %10 Myp = — B%) + %519 Ay — % &
— Ay Mpy 4 6 + 2o 4%, 9) Myp — % g Mg =n,,0 Ay — 8%y + %*n+3) Ay — %9 &y
— %y Mpp (6%3 + %pyg T %y Mpg — %,y My = %0349 — (Bxg - ”-n+4) Ag — %3 S5

.......................................... (14)

— %nyr—1 Mpi—o + 6% 1 + #*ppr—1 1 ”n+k) My q— %y M = g1 Agoo — By %5410 Ag — %1 Sy

— gk Myge g + Gty 240 My =y Ay — %3 8y

(caso impar)

— e Mg 1+ G2 40 My = o A g — 3y Ay — %, S (caso par)
Resolviendo este sistema que consta de k ecuaciones R, A 3
con k incdgnilas, se conocen los My, de las cabezas, que- Hoasy =5 — alby — Q) (16")

dando determinados también todos los demds elementos:
los momentos de extremo derecho de cabezas con las fér-
mulas (12'); los momentos en los montantes con las (7).
Con estos datos puede ya dibujarse la grdfica de momentos
y lambién, por consiguiente, la de esfuerzos cortantes.

Los esfuerzos longitudinales de las piezas los determi-
namos planteando las ecuaciores de equilibrio de los es-
fuerzos en cada nudo en sus dos componentes horizontal
y vertical.

Esfuerzos longitudinales de las cabezas: Expresamos el
equilibrio de las componentes horizontales en los nudos
superiores sucesivamente a partir del izquierdo. Tenemos,

nudo A:
M

Ln+1
TLn+1 —N;=0 Nl = TLn+1 i TR
nudo B:
TLn+2 —Ny+N; =0
M, + M
: : +1 Ln4-2
Ng=N +Tpp4o= —QL‘h—L

continuando asi llegamos a la expresion del esfuerzo lon-
gitudinal para la cabeza del tramo i

y P h (15)

Vamos a resolver el sistema y redactar las expresiones
finales de los momentos de extremo de barra para los pri-
meros valores de n.

No desarrollamos el caso par e impar correspondientes
ak =1.6 sean = 1, n = 2, porque no constituyen en rea-
lidad vigas prdcticas.

5. VIGA DE TRES TRAMOS.—En ella k = 2, n = 3; el
sistema se compone de dos ecuaciones unicamente:

6y o5 1) Myy — %5 Myp=— %) + %) A — % &
— g My 4 Botg + %) Mo =25 Af — %5 €
resolviendo este sistema y empleando las notaciones
N =18 %y + 6%y %5 +3%y %5 + x5 + %
1= 9%y %y F 3%y % +3%y x5
Ay = 3wy %5+ %

dg= 3wy ng 4 %y %g

Il

by oty %y %5+ %y

obtenemos como expresiones de los momentos de extremo
de cabeza



—MA = X8 —uy s &y ok 3.0

Valores para el caso en que todas las piezas tengan

My = N la misma rigidez y la misma luz.
Carga en los nudos:
- _(AI—N)A1+A3@I—}—K2'K L,y 5
R1= N S My =— 55 P+ Q!
o Al — %, % & — 2, & ' .
3 4] Tans, = 1y 16
My, = N ; Mg =— 6o Py +Qy 1
ar 4
siendo en ellas M, = s P50, 1
l
1 g 55 :
Ay = @Gy + Gy + Py -+ Q) — Mgy = Carga uniforme:
l 69 o
1 e 2
=5 Gy + Py + Q) + My, M 102 9.
= ey
Mpi=— 154 9!
1 2 8! s 6 2
My, = 124 gl
4 5 3 2 Las grdficas (fig. 4) se han dibujado tomando
P,= 0, —500kg. P,= Q,= 1.000 kg
2l 4 s g © . l=1m. g = 1.000 kg/m.
484 En la mitad izquierda de las figuras se representan las
484 WTrrm 387 L2 | e grdficas de momentos, acotadas en kilogrdmetros, y-en la
E = : E derecha la de esfuerzos longitudinales, acotada en kilo-
V\é = gramos.
; -‘vsooE
i:_:__
b) ww el BECETT NN 6. VIGA DE CUATRO TRAMOS.—Tiene k = 2, n = 4;
- el sistema consta también de dos ecuaciones:
556 i
e e soe MRS, / Gy chome - My o My == L R A &
= s : — g Myg + (6ty 4 %) My = %5 Ay — 3% Ay — %, S,
_mo— resolviendo este sistema y empleando ids notaciones
N = 86 %y + 6%y %g -+ 629 %5 - 6y | %
= A =1 B ¢
) . e ] IR R T it e | ot S
Figura 4 ' Ao = 3ny %5 + %

Ag=. 6w %y + % %
i A= 62y %y + %y %s + %
Casos particulares: 4 1t g g 2

10 Viga con carga solo en los nudos. Desaparecen los thengmos como expresiones de los momentos.-de extremo
e, . cabe
términos correspondientes a la carga en vanos, quedando L G

I : ;)‘1A1_3”2u6‘\2—7‘3@1;x2”6@2
Ay = P+ Q) : My N
y las expresiones de los momentos : e > LN) e 3.42 *g A’2 g 8 4wy % S °
: o= N =
A :
M =—:—(P2+Q2)ll ;
Li 2N A A =B Ay — w8 — 4, B,y
)\1 —N 4 i N
Mpy =5 By 1-Q) 1 '
Rl 2 2 1 o . L 7
2 T T GO BV B o eV
Xy ®, +Q)l Rz N :
M, = % o)y
2N y siendo en ellas
l
' 2.° Viga con carga uniformemente repartida g en los A= ?1 [2G, + P, + Q, + o (Ps 4 QT 4+ My
banos. No existen Peni Q, y los momentos de carga son: :
. l
1 v el NS Ay =—2 (P + Q) M
A=z9@BFLb) G =580 H=zgb 2= B Q) Hinp
con estos valores, las expresiones de los momentos son: Casos particulares: ,
g 5 fes 1.° Viga con carga sélo en los nudos. Queda en este
M= —3x [2 A2l 20 by by %% lz] - caso
l l .
2 e il
MRl':ZgN—[2 A +23 —N) l%r{— 2 (0 —N) Iy by + %9 %y 12] A = B) Py + Q) + 1 (P + Qg)

- % i ; . l
My, = ‘4’%‘ [2 (g = %y %) If 229 Uy — Xy lz] : : A= PBs+Qy
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y las expresiones de los momentos

2y 1—{—3712 ¢ 12

o 1
My=——x G+ Q - B+ Q)

2 —N) I, ¢
MR1:—4—(12 i Qg) =T

Ay — N) U 4 3%y g L
= ;N - Z(P:s +Qg)

29, 1 i CASBELT
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9.° Viga con carga uniformemente repartida g en los
vanos. Los términos de la carga son:
A =1hg@+2 1) S, ="hgl
Ay =" 913 S, = 1/: g1y

y con estos valores las expresiones de los momentos son:

My =— 5% L(ll i) B0k Ly e B g z%]
M= | 5 L(;\1 Fag =N I2 20 —N) Iy by + dxg % lgl
Wiy = e :(12 — k) 1220, 1 Iy — Ay I;J
My = - 5% [0, — %, ) 12 23, % b — (8K, —N) zz]
3.° Valores para el caso en que lodas las piezas tengan

igual luz e igual rigidez.
Carga en los nudos:

My, = — 2%0(?2 e e
M 220 (P2 Rk s 2250 (Py + Q) !
M= s (Pyt Q)1 — o By QL
M= — o5 (B3 + Q9 1 = 5 By + Q9 1

Carga uniforme:

92
i TR gl
e 8
Mm = — 1—1‘0 gt
o Ly
Mpa =~ 110 4"
‘ e gl?

T - i

Con los valores
= Q; = 500 kg. P, =P, = Q, = Qy = 1.000 kg.

=1 g = 1.00p kg/m.

se han dibujado las grdficas de la figura 5.

7. VIGA DE CINCO TRAMOS.
El sistema tiene las tres ecuaciones

6%y + %y + 1) My — %y My = — 3y +217) Ay — %y &
— %7 My + 6%y + %7 +-%g) My — g My =
=g Ay - By F7g) Ay — % Gy

2+(3”3+“8)ML3—’3A_“3 2y

Ninguna dificultad presenta resolver esle sistema de tres
ecuaciones con tres incégnitas; pero los resultados fina-
les, expresados en férmulas literales, son en el caso gene-
ral de una complejidad que los hace de aplicacién poco
prdactica, y es preferible resolver el sistema después de
haber sustituido las letras por sus valores numeéricos. Re-
sultan, sin embargo, férmulas utilizables en los siguientes
casos particulares:

—MS

1.° Montantes de igual rigidez 1 = »; = »g. Usaremos
la notacion N; = 3 »; + 1, con lo que tenemos las ecua-
ciones:
2y My, — My, == A Ay — 8

— My, +22 My, — Mig=A —2 4 -6

— My A Mg=4A,—
que resueltas dan las expresiones

N 1) Ay Ay —
= 1) &, =1, 8, — %,

—@2y g kg — Ay —Ag) Ay

M —_—
L1
A e
L TS TN o S e R +$
s 424 &, + 2
SRS 4 3
2o, oy g — Bl =7y
A Ag Ay — @X dgdy —2A) Ay - X&) — 22,34 B, _é
— 0,8
M= S
L2
A g kg — A — Ay
%, Aoy =R ) Ay L Ry G 0N By & -
s +21, &,
R2 v
Ly ey
XA @ 2 — 1A, — 6 —2 6, — (Ea X, —1)8
M=

Mty hy —redy =g

siendo en ellas

l
Al=_2L(2G2—|—G3—|-—P2—{.—Q2+P3+Q3)+9RL1

3 + P3 +Q3) + §JRL2
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9.° Montantes de igual rigidez, carga en los nudos so- oy
lamente. En esle caso es M5 — o Py + Q,) —
ll ll .
b= Bt G (P3 + Qg) a4 (2121}?2 A = 21 12(P3 +Qp
ly
Ay (Pg + Qg) L
; Mgo=— SN Py + Q) —
y las expresiones de los momentos, llamando
' .51 Sl iyt ) D s iy e NI
N = 400N 2N A b 1+(21Nz 3 3 3(P3—}-Q3)
20y A9 Ag — Ay = Ag .,
My, =— 2N Iy (Py 4 Qp) 5 ML oy zl+(gxlx2—1)12(l) La)
P\ == X )
o A R L B s B L T L3 ox Pt @ SN s+ Qg
= i Pyt Q)
3.° Carga uniformemente repartida g en los vanos. Los
Oh; g Ag — A términos de la carga son:
Mg =—— 221\? L@+ Q) — -

@R ag— )l — (g
2N

—1) 1, (P; + Q)

Ay="hg 5+ 11y

L 1/‘%gl%

Ay="hg @221, 1,41 Iy

€, S,y = 'gl3

= ol
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con estos valores las expresiones de los momentos son:
g 2
Miyy=— s [(411 Ap Ag - 4dg Ay — B2, — 2%, —2) 12
L Ry Uy = 2N G Ee T 1y B

@Ay — 2y — ) I3 Ay 25 — 2) 1y Iy z‘gJ

g
Mpi= IN [(— A0 Ry g | 4y Ay 20 —2) 1] -
g A A SR O b e

+ @A — 25 —2) 12 F (QAg A5 — 2) Iy Iy + liJ

g 2
Mpy=—9x% [(— 20 Ayt 229 12 — 22, A 2 L+ 1 T +
b (A AgAg 40 Ag — AX) I3+ (4h Ay A5 —

— ) 1y Iy 22y zg]

9 2
Mpo=— 4% [(211 Ag— 2g) 12 42X, Ay (2, Iy + 1y Ig) +
- (4Ag g Ay — 4hy Ay — 20g) 13+ (44 Xy Ay —

2
SEE N s 13]

g : ‘ :
M= 4y [(ml — B2 @ Iy L1 L) (4A 2, —
— 40 —2) B (40 Ay — 2) Iy Iy — (43, %5 — 1) l§]

4. Valores para el caso en que todas las piezas tengan
igual rigidez e igual luz.

Carga en los nudos:

120 135
My =—755 @2+ Q) ! — 5 (Ps+ Q3!

124 109
My = — 355 Py + Q) 1 — 4 (Py+ Q) I

04
M= Pyt Q1 — o (P 0

6 4
MRzz_ﬁ(Pz%‘ 02”—1_8(8)’(1’3‘{.‘ Q) 1

4 b
Myg= o5 Byt ) I+ o (B Q9

Carga uniforme:

My, =— %)% gt*
Mg, = — g% gl*
M,=— % gl?
Mg, = — %%glg
Mearse ‘.;7756 o*

Con los valores
P, = 0y = 600 kg

=1 m.

Py = Py = Q= Qg = 1.000 kg:
g = 1.000 kg/m.

se han dibujado las grdficas de la figura 6.

Nora 1. Entre las notaciones empleadas a lo largo de
este trabajo, original del autor, figuran algunas idénticas
a las empleadas por A. Kleinlogel en su obra: “Cdlculo de

_las estructuras porticadas hiperestdticas”, Editorial Labor,

Barcelona, 1944. Son éstas las de los términos de carga,
y se han escogido precisamente porque dichos valores se
encuentran calculados en el tomo IV de la obra mencio-
nada, para los casos mds frecuentes de carga, lo que faci-
lita considerablemente la labor.

Nora 2. En la figura 6 se han dibujado las zonas de
momentos flectores de una viga de cinco tramos con car-
gas en los nudos, para tres valores distintos de rigidez de
cabezas respecto a montantes. La grdfica b) corresponde
al caso de ser en las cabezas ; = 1, A, = 4, 6 sea igual
que la de los montantes. La grdfica c¢) al caso de cabezas
fuertemente rigidas, tomando =»; = 1/30, 2, = 1,1, valor
al que se llega con facilidad en construcciones de hormi-
goén armado con cabezas de seccion de T. La grdfica d)
corresponde al caso de montantes extraordinariamente ri-
gidos, habiendo tomado el caso limite %; =i0c,; Ay — oc
o sea inercia despreciable de las cabezas.

De la simple inspecciéon de las grdficas se desprende
que tiene bastante influencia la rigidez relativa de cabe-
zas y monlantes, especialmente si las cabezas son rigidas,
y que, por consiguiente, la hipétesis inicial de Vierendeel
de despreciar la rigidez de las cabezas, »; =, o la de
la modificacién posterior »;, = 1, que admite cabezas y
montantes de igual rigidez, sélo puede admitirse con al-
guna exactitud cuando los montantes sean mds rigidos que
las cabezas, o cuando, siendo menos, la diferencia es pe-
quena.

)



